GEOMETRISKE PUSLESPIL

af Franco Favilli" og Carlo Romanelli

INDLEDNING

Undervisning 1 geometri kraever stor viden og beherskelse af terminologi og
forestillingsevne. Pa den anden side er elevernes tilegnelse af geometriske begreber
nemmere, nar kommunikationen understgttes af en afbalanceret brug af grafisk
fremstilling, naturligt sprog og geometrisk sprog.

I den foreslaede gvelse bliver eleverne bedt om at arbejde parvis, den ene skal give
den anden en sekvens af instruktioner for at tegne en geometrisk figur. Begge elever
bliver derefter bedt om at beskrive figuren og definere den.

Denne geometriundervisning repraesenterer en interessant lejlighed til at understrege
ngdvendigheden af at fremme forskellige former for representation og
koordinationen mellem dem gennem specifikke opgaver, som skal hjelpe med at
skifte fra én repraesentation til en anden.

Via dette didaktiske forslag, kan de studerende direkte forestille sig, hvor sofistikeret
og udfordrende transformationen fra beskrivelsen af en geometrisk figur til dens
definition er for eleverne.

Dette forlgb var forberedt og afprgvet pa universitet i Pisa samme tid var det ogsa
afprgvet pa univeristet i Siena og senere ved IUFM i Paris.

* Centro di Ateneo di Formazione e Ricerca Educativa — CAFRE, Universita di Pisa, Italien.

* Istituto Comprensivo “E. Pea”, Seravezza, (LU), Italien.
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Hovedforlagb

af Franco Favilli og Carlo Romanelli

FORSLAGET

Forslaget Geometriske puslespil er en god made at behandle matematisk fremstilling
pa ved at introducere det i en pan blanding af teoretiske og praktiske @velser.
Udvidelse og fordybelse kunne nemt fgre diskussionen ud over standard indholdet 1
en grundskoles matematikpensum. Forlgbet krever derfor fgrst og fremmest en
definition af, hvilke didaktiske hjelpemidler, der skal anvendes, og udvalgelsen af
nogle fa matematiske emner, der skal introduceres til videre brug (Hvis de allerede
kendes af eleverne)

I starten af lektionen, far eleverne udleveret et stykke papir (Elevvejledningen -
Appendiks A) med lidt forklaring til indholdet og reglerne for den didaktiske @gvelse.
De grundleggende regler er:

Eleverne arbejder parvis

En fra hvert par far udleveret et stykke papir med navnet pa en (plan eller
rumlig) geometrisk figur, som skal holdes skjult for partneren indtil gvelsen er
slut.

Den fgrste elev giver den anden elev en sekvens af instruktioner for at tegne
figuren

Kun enkelt instruktioner, som svarer til en enkelt grafisk aktivitet, er tilladt.
For eksempel er instruktionen "Tegn et segment" tilladt, mens instruktionen
"Tegn aksen 1 segment AN" ikke er tilladt, fordi det fgrst krever bestemmelse
af midtpunktet M pa segment AB og derefter skal vare vinkelret pa AB i
punktet M.

Hver instruktion, som gives/modtages bliver nedskrevet pa papir af begge
elever

Om ngdvendigt kan en instruktion gentages, men hverken @ndret eller
forklaret

Eleverne ggr brug af et kvadratisk stykke papir og en kuglepen (ingen blyant,
lineal, passer eller lign). Sletning er ikke tilladt.

Den igangvarende tegning ma ikke vises.

Nar sekvensen af instruktioner er slut, bliver den fardige tegning vist og
sammenlignet med navnet pa den givne geometriske figur.

Begge elever bliver til sidst bedt om at oplyse navn, beskrivelse og til sidst
definition af den geometriske figur.

Diskussion 1 hele klassen med udgangspunkt i den endelige tegning og de
givne instruktioner afslutter gvelsen.
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Samme skema bgr benyttes af seminariele@rerne sammen med de studerende og af de
studerende sammen med eleverne pa skolen.

Planen og forlgbet blev designet og udviklet efter folgende skema 1 Pisa, timerne
representerer hver skridts varighed:
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Generel information

Antal seminarielcerere: 2

Antal studerende: 42

Antal klasser involveret i forlpbet: 2 (2. og 3. klasse 1 en grundskole)
Antal og alder pa elever: 24 elever, 12 ar gamle og 22 elever, 13 ar gamle

Antal voksne i hvert klasseveerelse under lektionerne: 2 studerende (for fgrste gang til
stede 1 disse klassevarelser) og lereren.

Mal
De uddannelsesmassige mal med forslaget kan groft deles i generelle og matematiske
mal.
Blandt de generelle mal betragter vi:
e Udvikling af en forstaelse for og kritisk holdning overfor sproget og dets
tolkning.
e Forstaelse for, hvor vigtigt det er at bruge preacist og entydigt sprog
e Forgge elevernes evne til at forsta og udforme mundtlige instruktioner.
e Stimulering af en "kritisk" lytning til instruktioner

e Forbedring af evnen til at laese, forstd, respektere og anvende reglerne i en
didaktisk gvelse.
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Opfattelse af meningen med en enkelt instruktion.
Evnen til at respektere klassekammeraters tempo.
Evnen til at forsta arsagen til de foretagne valg under gvelsen.

Blandt de matematiske mal betragter vi:

Forbedret brug af matematisk sprog
Forbedret kendskab til geometrisk sprog
Forbedring af tegnefardigheder.
Konsolidering af geometrisk viden.

Evnen til at visualisere tredimensionelle figurer ud fra deres todimensionelle
fremstilling og beskrive rumlige figurer pa planet.

Evnen til at beskrive grundplanet og rumlige geometriske figurer samt udpege
de egenskaber, der er ngdvendige og tilstrekkelige for at definere dem.

Udvikling af evnen til finde den rette balance mellem beskrivelse og definition
af en plan eller rumlig geometrisk figur.

Forstaelse for relevansen af definition indenfor geometri.

Evnen til at sammenligne og vurdere forskellige former for input i debatten
om den korrekte konstruktion af geometriske figurer.

Vejledning for de studerende

Les elevvejledningen (Appendiks B) meget omhyggeligt!

Lav kommentarer og forslag til lererens vejledning, som du har modtaget i
starten af gvelsen.

Er reglerne heri klare nok for eleverne?.

Nar du udvikler gvelsen til din klasse, vil du sa benytte logbog (dvs. en liste
over, hvordan lektionen udviklede sig)?

Hvor lang tid bgr der vare afsat til introduktion, udvikling af gvelsen og den
afsluttende debat?

Bgr den didaktiske gvelse prasenteres for eleverne som et rollespil?

I betragtning af, at kommunikationen, bade aktiv og passiv, mellem eleverne
er meget relevant under denne gvelse, hvilket lingvistisk toneleje vil du
benytte overfor eleverne?

Er det vigtigt, at de elever, der bliver sat sammen, er lige dygtige.

Med hensyn til den geometriske figur, som skal tegnes: Er det bedst at valge
en figur, som eleverne kender i forvejen, eller er det bedre at valge en ny
figur.

Hvilke fordele og ulemper er der ved de to valgmuligheder?
Er det bedst at bruge kvadreret papir eller blankt papir?
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Kun enkelt instruktioner er tilladte. Opfattelsen af enkelt- eller enheds-
instruktioner kan vere ret kontroversiel: Valg, hvordan du vil forklare det for
eleverne. Hvorfor og hvordan?

Hvilke forkundskaber er ngdvendige for gvelsen?

Opstil forskellige mulige instruktions sekvenser til at tegne den valgte
geometriske figur.

Giv eksempler pa mulige uklare instruktioner og deraf fglgende forskellige
tegninger og misforstaelser.

Har du til hensigt at introducere definitionen pa den givne geometriske figur?

Hvordan kan du i denne lektionsplan hj®lpe eleverne med overgangen fra
beskrivelsen af en geometrisk figur, via (nogle af) dets egenskaber, til dens
definition?

Hvad forventer du af den afsluttende debat? Hvilken verdi tillegger du den?

Vil du bede eleverne om en slutrapport efter gvelsen? Fra enkeltelever eller fra
par?

Giv kommentarer og lav forslag til @ndringer 1 l®rerens vejledning, som du
har modtaget 1 starten af gvelsen.

Naede du de mal, du havde sat dig i denne lektionsplan?

Vejledning for eleverne

Las vejledningen omhyggeligt!

Ver sikker pa, at du er enig med din lerer og din ven, som du arbejder
sammen med, om betydningen af en enhedsinstruktion.

Det er ikke tilladt at @ndre en givet instruktion eller en del af en tegning. Var
meget omhyggelig inden du siger noget eller tegner.

Hvorndr blev du (personen som modtog instruktioner) klar over, hvilken
geometrisk figur, der skulle tegnes? Hjalp det dig? Holdt du op med at udfgre
de instruktioner din ven gav dig (dvs. du begyndte at ignorere dem)?

Hvor meget var din forudgaende viden om geometri anvendelig?

Hvor svert var det at forsta betydningen af én instruktion? Giv mindst et
eksempel

Modtog du nogen flertydige instruktioner? Hvis du gjorde, giv et eksempel.

Tegnede du (personen, som gav instruktioner) den geometriske figur fgr du
begyndte at give instruktioner, eller tegnede du trin for trin det du bad din ven
gore? Hvis du gjorde, hjalp det dig?

Hvor svert var det at finde passende ord til instruktionen? giv mindst et
eksempel.

Er du tilfreds med eksperimentet? Hvorfor?
Ville du hellere have byttet rolle med din partner?
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e Var det svert at forsta, at nogle egenskaber ved den givne geometriske figur
afhang af nogle andre? Giv et eksempel.

e Hyvorfor tror du lereren foreslog denne gvelse?
e Kan du skrive en rapport over gvelsen?

e Giv kommentarer og forslag til @ndring af den vejledning du fik ved
begyndelsen af gvelsen.

FORLOB
Ovelseslektionen

I starten af lektionen gav l®reren de studerende et blankt stykke papir og
elevvejledningen med en forklaring pa den ¢velse de skulle i gang med. De
studerende var inddelt 1 grupper to og to og de bestemte selv, hvem der skulle give
instruktioner, og hvem der skulle modtage dem og lave tegningen. De studerende
som skulle give instruktioner fik udleveret et stykke papir med ordet rombe eller
terning.

Straks de studerende var gaet i gang med gvelsen bad nogle af dem om yderligere
forklaring pa udtrykket enhedsinstruktion. Laereren gave dem nogle fa ekstra ikke
matematiske eksempler. Selve gvelsen startede derfor en halv time efter starten pa
gvelseslektionen

Efter yderligere en halv time, da alle par havde afsluttet instruktion-tegne-beskrive-
definere gvelsen, begyndte diskussionen parvis.

Den efterfglgende debat 1 klassen blev organiseret i tre trin:

e generelt, hovedsagelig relateret til reglerne 1 elevvejledningen

e sammenligning af resultaterne (instruktionslisten, tegningerne, beskrivelserne
og definitionerne)
® bemarkninger og kommentarer med hensyn til figurerne. Fgrst romben,
dernast terningen.
Diskussionerne og debatten varede 1 alt tre timer, indtil gvelseslektionen var slut.
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De fleste af de studerende mente, at de var blevet klar over, hvor svart det var pa en
klar og entydig made at udtrykke selv enkle matematiske koncepter og egenskaber,
som en instruktion kraver, nar man hovedsagelig udelukkende bruger naturligt sprog
og ikke matematisk sprog. Det svareste var, at finde en god balance imellem de to
sprog, nar man ogsa skulle tage hensyn til de begrensninger, der var angivet i
elevvejledningen.

Som forventet, var de fleste af tegningerne korrekte, selv om flere studerende mente,
at sa snart de havde fundet ud af, hvilken figur de skulle tegne, fuldfgrte de tegningen
(n@sten) uden hensyn til de fglgende instruktioner fra partneren. Dette kunne
betragtes som et svagt punkt i denne del af forslagets forlgb, fordi det sa ville vare
umuligt at sammenligne instruktionerne med den tilhgrende tegning. Det vil derfor
vere vigtigt at fremhave og rette elevernes opmarksomhed mod, at alle tegninger
skal svare eksakt til instruktionerne uanset, om de er rigtige eller forkerte.

Der blev prasenteret adskillige uklare instruktioner under diskussionen, hvilket gav
lereren mulighed for at repetere nogle matematiske begreber for de studerende for at
fa nogle af dem til at forsta tingene bedre. Det er her vigtigt at navne, at de
studerendes universitetsgrad, for de flestes vedkommende, var indenfor
naturvidenskabelige emner, men ikke i matematik. De havde kun haft et eller to
kurser 1 matematik under deres basisuddannelse.

Behovet for en bedre forstaelse af nogle grundleggende matematiske begreber blev
som forventet synlig, da diskussionen omkring definitionerne af rombe og terning
startede. Ret ofte var forskellen mellem beskrivelsen af egenskaberne og definitionen
af en geometrisk figur slet ikke klar. Det er derfor ngdvendigt at bruge mere tid pa
dette og pa forskellen mellem et billede/en tegning af en geometrisk figur og selve
den geometriske figur selv.

Lektionen i klassevaerelset

To studerende tilbgd at vaere forsggslarere i en anden klasse pa en mellemskole med
anvendelse af romben, og to andre tilbgd at vaere forsggslerere i en tredje klasse med
anvendelse af terningen. Inden forsgget blev de igen bedt om at komme med deres
kommentarer og bemarkninger til gvelsen samt de regler, der blev opstillet for
eleverne (12-13 ar gamle), for at fa et effektivt og anvendeligt resultat af forlgbet i
forhold til de mal, der var opstillet af leererne, og de eventuelle @ndringer, som de
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studerende var blevet enige om. Elevvejledningen blev @ndret en anelse inden
forsggsundervisningen. De studerende besluttede at arbejde med kvadreret papir og
ikke geometriske varktgjer som lineal og trekant.

De meste relevante resultater, i lighed med de studerendes:

Det var ngdvendigt at forklare betydningen af enhedsinstruktion bedre

Nogle instruktgrer sagde, at det var svert at finde de rette ord til at strukturere
nogle af instruktionerne, selv om de havde en klar idé om, hvad de gnskede
deres skolekammerater skulle tegne.

Efter nogle fa instruktioner ferdiggjorde de fleste af eleverne tegningen og
ignorerede (n@sten) de efterfglgende instruktioner: Nogle af tegningerne var
rigtige selv om instruktionerne var forkerte (Det vigtige var at lykkes, at
vinde!)

Brugen af kvadreret papir gjorde tegningsarbejdet lettere
Adskillige instruktioner var uklare og derfor vildledende.
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De mest relevante resultater forskellige fra de studerendes:
e [ starten klagede eleverne over svaerhedsgraden af den lingvistiske tone, de
studerende benyttede bade i vejledningen og i den mundtlige kommunikation.

e De fleste elever gjorde god brug af bogstaver til at identificere slutningen af
segmenterne.

e De fleste elever havde en ens opfattelse af at beskrive og definere en
geometrisk figur.

e De svage elever havde stor fordel af denne form for gvelse

e Den afsluttende debat i klassen startede med, at hvert par fortalte om deres
gvelser for hele klassen.

¢ Rolleskift indenfor parrene var en yderligere gvelse, som eleverne gnskede at
prove med forskellige figurer.

Feedback til de studerende
Ud over de to lerere og alle studerende deltog to elever i feedback mgdet

De fire studerende presenterede forlgbet for deres kolleger med kommentarer og
bemarkninger samt viste nogle videoklip fra klassen.

De fleste af ovenstaende resultater fra forlgbet blev fremlagt til specifik diskussion.
Det skal imidlertid na@vnes, at mens eleverne var aktive i1 diskussionen, deltog de
studerende, som ikke underviste, kun sporadisk 1 diskussionen.
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Yderligere emner fra diskussionen:

Finde en passende made at introducere og motivere formalet med gvelsen.

At fastlegge den korrekte didaktiske kontrakt mellem lerere og elever for
gennemfgrelsen af gvelsen.

At styre tiden i klassen (Undervisningsforlgbet krevede mere tid end
planlagt).

Vurdere det forudgdende kendskab til geometrisk software som mulig
yderligere hj&lp, iser til de elever, der bliver bedt om at give instruktioner.

At bemarke forskellen mellem det rigoristiske matematiske sprog og det
fleksible naturlige sprog.

At fastlegge, hvordan transformationen fra beskrivelsen af en geometrisk
figur til dens definition kan vises 1 en grundskole.

Andet forlgb

af Lucia Doretti*

IMPLEMENTERINGSFORSLAG

@velsen havde til formal, at fa lererstuderende til at vurdere de forskellige sprog,
grafiske og verbale, som forekommer 1 geometriske afthandlinger og bestemme dets
udvikling gennem deres koordinerede interaktion. Det udviklede sig til at blive en
interessant mulighed til at understrege behovet for at fremme undervisningen ved at
pavirke forskellige sanser og deres koordination igennem specifikke gvelser, der
skifter fra den ene til den anden sans.

Aktivitet udviklet i gvelseslektionen

Antal leererstuderende: 18

Totale varighed: fire timer (én time med arbejde 1 par - tre timer til diskussion)

* Dipartimento di Scienze Matematiche e Informatiche, Universita di Siena, Italien.
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De studerende blev inddelt i par, og indenfor hvert par blev rollerne som modtager og
giver af instruktioner fordelt. Hver studerende fik sa udleveret vejledninger med
instruktioner, som skulle fglges, og resten af materialet. Inden starten var det ved
hjelp af nogle eksempler ngdvendigt at afklare betydningen af udtrykket
"enhedsinstruktion", som var navnt pa papiret, der skulle ggre deltagerne i stand til at
tegne figuren trin for trin. Pa papirerne til dem, som skulle give instruktioner, var
angivet ordene rombe, ligebenet trapez eller terning. Ved slutningen af fgrste fase,
efter halvanden times arbejde fra lektionens start:

e Hver deltager 1 parret havde udfyldt deres arbejdspapir med enten deres givne
eller modtagne instruktioner, noteret eventuelle kommentarer og givet en
definition af figuren.

e Papiret med bade navnet pa figuren og tegningen blev vist.

Den efterfglgende fase bestod af en kollektiv diskussion af hver enkelt pars arbejde.
De studerendes fgrste kommentarer vedrgrte de uventede vanskeligheder, som de
havde mgdt under udfgrelsen, uanset deres kendskab til de pageldende geometriske
figurer. Alle var enige om, at rollen som instruktionsgiver var sverere end rollen som
modtager og udfprer af instruktionerne: Dem der gav instruktioner matte referere til
et billede og et navn til figuren, som de kunne huske, for at tolke billedet bade pracist
og kognitiv samt formulere passende beskeder til dets fremstilling. Nogle erklerede,
at det ikke lykkedes for dem at fuldfgre listen med instruktioner (selv efter flere
forsgg), andre tilstod, at de havde besver med den made, de havde formuleret
instruktionerne pa og var usikre pa, om de blev forstaet af deres kolleger. Dernzast
blev nogle af de studerendes instruktioner vist (pa overhead), vurderet og
kommenteret af alle ud fra, hvordan disse instruktioner var blevet opfattet og udf@rt
af dem, der modtog dem.

I Appendiks C har vi medtaget nogle af de kommenterede arbejdspapirer fra
lektionen.

Hermed var chancen for 1 samarbejde med de studerende at reflektere over fglgende
forhold:

e Matematisk sprog og dets rolle 1 leringsprocessen
e Definitioners rolle 1 geometri
A. Matematisk sprog og dets rolle i leceringsprocessen

En passende anvendelse af sproget forudsatter fuld opmarksomhed pa de
introducerede matematiske termer og angivelse af uklare instruktioner, som kan
opfattes pa samme made af alle. I nogle tilfelde blev der givet instruktioner, som
tillod tegning af figurer med geometriske karakteristika, der var forskellige fra dem vi
gnskede (for eksempel fglgende instruktioner: . tegn en linie; 2. tegn en ny linie
vinkelret pa dens midtpunkt, fgrer ikke til en entydig identifikation af en rombe, som
det var meningen det skulle).

Vi havde fglelsen, at sprogtemaet kunne vare materiale for mere arbejde, skgnt ikke
alle studerende helt erkendte problemet.
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Nogle blev forvirrede af den kritiske analyse af de givne instruktioner, da de troede,
at "selvom instruktionerne ikke er helt preecise, leder de modtageren til at
interpretere dem og udfpre dem korrekt". 1 visse tegninger bemarkede vi, at figurerne
var de gnskede, men det var ikke muligt at udlede dem fra instruktionerne.

Tendensen 1 de forkerte eller mangelfulde beskeder var at udfylde
informationsklgften ud fra den generelle besked ved at bruge opfattelsesevnen og
regelmassigheder. Med andre ord ledte den begyndende visualisering af figuren, ud
fra de allerede modtagne informationer, modtageren til at forts@tte med en korrekt
tegning, selvom instruktionerne ikke var korrekte .

Diskussionen fik os ogsa til at teenke pa forskellen imellem naturligt sprog, som er
karakteriseret ved mangfoldighed og varierende udtryk, og matematisk sprog, i
hvilket hvert udtryk har en bestemt betydning og derved bestemmer dets brug.

Endelig blev det bemarket, at der 1 mange tilfelde blev tilfgjet et "fremmed" element
i instruktionen til figuren: Vi mener, at vi beskrev figuren som placeret pa en generel
made indenfor dets naturlige referenceramme karakteriseret af kanterne pa papiret.
Dette tydeliggjorde eksistensen af stereotype udtryk i den mentale repraesentation af
geometriske forhold (faktisk indeholdt instruktioner ofte udtryk som "vandret" og
"lodret": "tegn en horisontal linie" "tegn en lodret linie, der gar igennem
midtpunktet").

Erfaringen fik de studerende til at overveje behovet for at udvikle bestemte gvelser 1
forhold til at lere at benytte matematisk sprog i undervisningen: Skgnt korrekt
anvendelse af sproget kraever lang tid om at modnes, er det ikke desto mindre et
fundamentalt instrument for leringsprocessen.

B. Definitionernes rolle

Et andet punkt til overvejelse blev foreslaet ud fra spgrgsmalet om at definere den
tegnede eller beskrevne figur. Spgrgsmalet blev opfattet pa forskellige mader af de
studerende: Nogle angav kun navnet pa figuren og andre listede mange egenskaber,
ofte flere end der var ngdvendige til at karakterisere den

Som eksempel er der her gengivet nogle af de studerendes definitioner af romber,
som illustrerer dette forhold, og som blev analyseret under arbejdslektionen:

e Rombe: "Plan geometrisk figur, sarligt tilfelde af et parallelogram med
modsatte sider parvis parallelle og indvendige vinkler parvis ens, og
vinkelrette diagonaler med forskellige lengder".

e Rombe: "Firkant, der har lige store sider og ens modstaende vinkler".

e Rombe: "Parallelogram med diagonaler vinkelrette pa hinanden og ikke ens
lengder".

¢ Rombe: "Firkant med fire lige store sider, parvis parallel".

"I en kommentar lzste vi “Selv om anvisningerne ikke altid var pracise, fulgte jeg den mest logiske vej (eller maske
den mest trivielle!) sikkert pa grund af vores geometriske ntotationer*.
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Vi reflekterede pa betydningen af definition indenfor matematikken og forskellen
mellem egenskaber, der beskriver figuren, og egenskaber, der definerer den. Vi
diskuterede 1 s@rdeleshed, hvordan vi kunne "minimere" beskrivelsen af
egenskaberne for en rombe, sa vi kunne identificere de ngdvendige og tilstrekkelige
karakteristika hver gang. Vi bemarkede, at identifikation af de ngdvendige og
tilstrekkelige egenskaber er fundamentale 1 konstruktionen af definitioner, men at de
1 virkeligheden udggr en vanskelig overgang for eleverne. Vi har derfor behov for
operative mader, hvorpa vi sammen med eleverne kan konstruere definitioner,
specielt udarbejdet materialer’ og/eller Cabri software (Konstruktionsmaden i Cabri
fremhaver, hvilke ngdvendige og tilstreekkelige egenskaber der er medtaget, og
derfor hvilken definition, der ligger til grundlag).

Vi papegede hvordan udstedelsen af en definition er fast knyttet til en klassifikation:
dvs. egenskaberne, som er udtrykt ved en definition, omfatter kun genstande, som har
disse egenskaber. Vi bemarkede ogsa, hvordan de studerendes definitioner ofte forte
til "klassifikation af en delmangde" (kraever at "en rombe er et parallelogram med
vinkelrette og ikke lige store diagonaler", hvilket medfgrer at kvadrater fjernes fra
klassen af romber). Dette gav mulighed for at n@vne det faktum, at Euclid 1 sine
"Elementer" definerer en delm@ngde med: for eksempel ved i1 definitionerne af
firkanter at hjelpe med at udvaelge en delmangde blandt disse figurer. Det valg, vi
gor nu om dage, inkluderer definitioner, som tillader inkludering af forhold, som
muligggr sammenligning af geometriske figurer, som fremhaver deres analogier og
forskelle. Nar det er ngdvendigt at skelne mellem begreber (f.eks. konkave eller
konvekse firkanter), har man brug for at nerme sig en definition af en delm@ngde. Vi
diskuterede det faktum, at klassifikation med inkludering, skgnt den er mere
kompleks, letter en systematisk udledning af begreber (is@r begreber, som er en
delmangde af mere generelle begreber). Dette er mere forstaelig end en klassifikation
af en delmangde, og gar det muligt at give hvert geometrisk objekt flere alternative
definitioner (et kvadrat er en rombe med lige store diagonaler eller et rektangel med
lige store sider).

I undervisningen er det fundamentalt ikke at foregribe definitioner fgr konstruktion af
dem i de omgivelser de far mening.

Ovelse udfort i klasserne
Antal studerende: 2

Samlet varighed af ¢velsen i hver klasse: to timer (én time til presentation og
udfgrelse af gvelsen - én time til diskussion)

@velsen blev gennemfgrt af to studerende i deres klasser, henholdsvis i 6. klasse (18
elever 11-12 ar gamle) og i 8. klasse (18 elever 13-14 ar gamle), og i to 7. klasser (20
og 17 elever 12-13 ar gamle). Hver gang var klassens lrer tilstede.

" For ieksempel “dynamic modeller”: manipulaerende, analyserende og beskrivende dem kan man samle “elementer” til
konstruktion og definitioner af figureer, som referer til forskellige egenskaber.
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De to studerende prasenterede gvelsen for eleverne som et spil for par kaldet "Find
geometriske figurer", hvori én af de to deltagere giver en rekke "spor", som fgrer den
anden til at "identificere" figuren. Elevernes arbejde var struktureret pa samme made
som 1 @velseslektionen. Vi havde behov for mere tid end forventet til at forklare,
hvordan instruktionerne skulle gives (Ikke desto mindre fandt vi ingen passende
formuleringer 1 det afleverede materiale). De valgte figurer var rombe, trapez,
ligebenet trekant og terning.

I flere klasser, gnskede eleverne at eksperimentere og prgve begge roller. I en af
klasserne udviklede eksperimentet sig til en modifikation af gvelsen ved at undga
eleverne 1 at hjelpe hinanden gennem udveksling af forbudt information. Fglgende
fremgangsmade blev fulgt: begge elever fik udleveret et stykke papir med navnet pa
en figur (figurerne pa de to papirer var forskellige); hver elev skulle skrive en liste
med instruktioner, sa deres partner kunne tegne figuren; efterfglgende blev
instruktionslisten udvekslet, og hver elev kunne lese, kommentere (skriftlig) pa de
modtagne instruktioner om de ikke var klare nok og tegne figuren. Til sidst skulle de
give kommentarer til listen med instruktioner og give den tegnede figur tilbage til
partneren.

Til sidst gav hvert par kommentarer til arbejdet overfor deres klassekammerater og
underviserne.

Kollektiv diskussion og feedback

Antal studerende: 18

Samlet varighed: to timer

De studerende, som underviste klasserne, fortalte om deres erfaringer.

Et punkt, som blev fremhavet, var den overraskelse, som eleverne viste, da de skulle
i gang med den foreslaede gvelse. Det var noget usadvanligt, og de syntes
uforberedte og frygtede, at de ville blive bedgmt negativt af lereren. Fgrst efter, at de
var blevet forsikret om, at det var et spil, som skulle hjelpe dem med at lere
geometri, fglte de sig mere afslappede og frie til at udtrykke sig selv.

Adskillige par, sarligt i 7. klasse, var pavirkede af, at "de skulle" lave en Kkorrekt
tegning af figuren og fik det til at "lykkes" alligevel, selvom det ikke passede med
instruktionerne pa papiret (et klart tegn pa illegal udveksling af information). Pa
grund af dette, indfgrte underviseren en @ndring, da han foreslog gvelsen 1 den anden
7. klasse, og bad eleverne om at spille den samme rolle simultant, men pa to
forskellige figurer. Resultatet var, som forventet, mere meningsfyldt og viste generelt
god overensstemmelse mellem instruktionerne og den tegnede figur.

Vi bemarkede ogsa, at eleverne, (ligesom de studerende under gvelseslektionen),
betragtede det som vanskeligst at give instruktioner og tilstod, at de var i1 tvivl om den
made de udtrykte sig selv pa. De der modtog instruktioner medgav, at de ofte var i
problemer og nogle gange tegnede efter, at de selv havde fortolket instruktionerne
("Hvis jeg ikke forstod hvad det var, ville jeg ikke veere i stand til at tegne figuren:
nogle data var lidt" skgre").

14



Geometriske Puslespil e

Nogle af elevernes arbejde blev undersggt nermere. Det viste forskellige niveauer for
anvendelsen af geometrisk sprog og i nogle tilfaelde stor forskel pa, hvad eleverne
gnskede at beskrive og maden at ggre det pa. Et andet forhold vi papegede, var
besvaret med at fa mening med udtrykket "Giv en definition pa den tegnede figur",
som for mange elever betgd at genkende den og skrive dets navn, og for andre,
beskrive nogle af dets egenskaber.

Kommentarer
Den foreslaede gvelse fik de studerende til at overveje en reekke forhold.

e Besvaer med at bruge matematisk sprog korrekt: Usikkerheder, tvivl og
fejltagelser ved at give instruktioner viser behovet for at stgtte den verbale
proces 1 undervisningen, hvilket motiverer de studerende til ikke kun at
udtrykke deres idéer, men ogsa til at ggre det pa en klar og korrekt made for at
blive forstaet.

e Behovet for at benytte det lingvistiske instrument pa en passende made er et
grundleggende trin mod opbygning af viden, skgnt det krever betragtelig tid
til at modnes.

e Behovet for at udvikle gvelser som denne, fordi de giver information om
elevernes viden, det begrebsniveau de er naet til, mulige mangler og
misforstaelse. Denne information er grundleggende for at blive i stand til at
undervise med passende og veltilrettelagte undervisningslektioner.

¢ Det mere almene behov for at udvikle geometriske lektioner via koordineret
brug af forskellige folelsesregistre (mundtlig, grafisk og symbolsk) og
anerkendelse af den vigtige rolle som opfattelsesevne og visualisering spiller.

En lererstuderende skrev denne kommentar:

Personlig mener jeg, at den gvelse vi gennemforte var meget speendende. Fordi det ikke
er nemt, selv for dem som har et temmelig godt kendskab til emnet, at overscette det talte
sprog til et grafisk sprog og vice versa. Jeg tror derfor, at den samme gvelse, hvis den
blev gennemfgrt i en grundskoleklasse, kan skabe interesse og nysgerrighed bdde hos
leereren og eleverne.

Det tredje forlgb (pa IUFM i Paris) og konklusion

af Franco Favilli

DET TREDJE FORLOB

Forslaget blev ogsa prgvet pa en lidt anden made ved [.LU.F.M. i PARIS af Catherine
Taveau (klassel@rer: Cynthia Dobin). Klassen havde 28 elever, 11 til 12 ar gamle.

De to principielle formal for leereren var de samme som i de to foregaende forlgb - at
gge elevernes kendskab til geometrisk sprog og lette overs@ttelsen fra en figurs
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udseende til dens egenskaber (dvs. fra hvad der kan ses til hvad der kendes) -
forslaget blev gennemfgrt 1 to lektioner.

Forste lektion

Modtagerne skulle kun tegne figuren i handen uden geometriske hjelpemidler.

(4 ()

(47

GRS
n B (47

(7

Tegning af linjer

Kommentarer: Mange elever prgvede at skrive instruktioner for tegning af ngjagtig
samme figur (inklusiv f.eks. mal), og i flere tilfeelde var instruktionerne ikke pracise
nok, men det forhindrede ikke modtagerne i at tegne figuren korrekt.

Anden lektion

Denne lektion blev gennemfg@rt en maned senere. Leareren gav eleverne en mini
gloseliste og bad modtagerne tegne figurerne pracist (med instrumenter)

i B -
// h
LS i/ ! h
II I:.
FJ 2 1
D T o Zem g !

g n {H/_h_h:\““\-—\-‘f‘ll:;a/ /

1

Tegning af cirkler

Kommentarer: Instruktionerne for de tre fgrste figurer var n@sten korrekte, undtagen
for den sidste. Lareren besluttede at udvide lektionen med en computergvelse, brug
af Cabri Géometre.

Lereren var meget interesseret 1 dette arbejde og blev overbevist om elevernes
besver med at benytte et precist geometrisk sprog i den alder. Men det blev klart for
hende, at sadanne opgaver (inklusiv de med Cabri) er en god made for eleverne til at
forsta forskellene mellem at beskrive og definere en figur.

KONKLUSION

For at ggre eleverne mere opmarksomme pa forskellen mellem at beskrive og
definere en figur og indfgre dem i begreberne for definitionen af en figur, besluttede
de studerende, som tog ud til skolen:

e fgrst at bede eleverne lave en liste over egenskaber de kunne "se" ved den
givne figur;
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e dern®st, at vurdere hver af disse egenskaber og sammenligne dem med de
andre;

e (il sidst, at slette egenskaber fra listen, hvis de mente de var en konsekvens af
én af de andre.

Eleverne blev pa denne made overbevist om, at de "overlevende" egenskaber
representere en bedre, mere forfinet og kortere beskrivelse af figuren: noget
@kvivalent med eller meget tet pa, hvad lereren kaldte dets "definition".
Diskussionen 1 hele klassen om de forskellige gruppers lister, 1 sardeleshed
forklaringerne pa grunde til sletninger, bidrog i hgj grad til at ggre introduktionen af
et af de mest komplekse og sofistikerede matematiske emner, begrebet definition,
bade attraktiv og effektiv.

Det er vigtigt at nevne, at de tre forlgb viste, hvor relevant det er for eleverne
(studerende og elever) ikke kun at beherske det geometriske sprog, men ogsa at vere
i stand til at organisere og udtrykke en algoritmisk proces (et instruktionsszt)® for at
fremstille det gnskede produkt (tegningen), via en anden elev, som kun skal udfgre
instruktioner. Det er allerede n@vnt, hvor sveart det er (eller umuligt) for eleverne at
opfere sig som eksekutor. Deres hidtidige kendskab til en figur, skubbede dem ofte
hen imod den korrekte tegning uanset de modtagne instruktioner. Det viser, hvor
vigtigt det er ved introduktion af gvelsen, at papege vigtigheden af at respektere de
modtagne instruktioner pa den made de gives og opfattes. For elever, specielt
skoleelever, er gnsket om at vare rigtig, "at vinde" for sterk til at modsta enhver
regel!

Med hensyn til den ubalance, som kunne ses 1 de opgaver der blev givet til parret
(instruktionsgiver og instruktionsmodtager) anbefales det staerkt at gentage gvelsen
med en anden figur og omvendte roller, som det blev gjort i de to fgrste forlgb.
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Appendiks Al: Geometriske puslespil — Elevvejledning

Materialer til ovelsen:

@velsen kan gennemfares udelukkende ved hjeelp af et stykke papir, en blyant og det

skema, der skal udfyldes

v Eleverne arbejder parvis. Hver elev i parret spiller en bestemt rolle: Den ene elev

(instrukteren) giver instruktioner, og den anden elev (tegneren) laver en tegning ved at falge

de instruktioner, han modtager.

Instrukteren

Du far udleveret et stykke papir med navnet pa
en plan eller rumlig geometrisk figur, som ikke
ma vises eller naevnes for andre.
Dit mal er, at fa din klassekammerat til at
tegne den givne figur trin for trin ved hjeelp
af en reekkefolge af instruktioner.
1. Hvis du egnsker, kan du tegne figuren enten
far eller under spillet.
Du ma kun give enhedsinstruktioner, dvs.
hver enkelt instruktion skal gere din
klassekammerat i stand til kun at tegne en
enkelt del af den geometriske figur. Lad os
forklare det med et ikke-matematisk
eksempel: Hvis der pa papiret var skrevet
deekke bord, kunne den fgrste relevante
enhedsinstruktion  (og  derfor tilladte
instruktion) veere:

Laeg dugen pa - laeg en kniv pa - leeg

en gaffel pa — ...
Mens ingen af fglgende instruktioner ville
veere tilladte:

Daek bordet til frokost - vi bruger det

hver dag til vores maltider.

18

Tegneren
Din klassekammerat far udleveret et stykke
papir med navnet pa en plan eller rumlig
geometrisk figur. Han/hun beder dig om at
tegne figuren ved at give dig en reekkefglge af
instruktioner.
Din opgave er at tegne den givne figur trin
for trin.
1. Nedskriv, hver instruktion du modtager
samt dine kommentarer, hvis du har nogle.
Benyt det specielle skema, du har faet
udleveret.
Hvis en instruktion ikke er forstaelig, kan du
bede instrukteren gentage den, men ikke at
forklare den.
Hvis instruktionen stadig ikke er forstaelig,
kan du skrive den ned og tilfgje dine egne
kommentarer pa skemaet.
Udfar instruktionen og forteel instrukteren,
hvornar du er Klar.
Du skal ikke lave korrekturer pa tegningen.
Hvis du bliver klar over, at du har lavet en
fejl, skal du skrive det pa skemaet.
Nar den sidste instruktion er blevet udfort,
skal du skrive navnet pa figuren, en
beskrivelse af den og definitionen pa den.
Den endelige tegning ma forst vises for
instrukteren og hele klassen, nar alle par er
feerdige.
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Du kan bruge nogle matematiske ord som
linie, akse, vinkel osv. nar du giver
instruktioner, men du ma ikke bruge navne
pa polygoner (trekanter, kvadrater etc.),
geometriske formler og navne pa emner
med den geometriske figur (f.eks. hvis en
figur er en cirkel, kan du ikke sige "tegn et
hjul").

Nedskriv alle instruktioner pa det skema,
du har faet udleveret. Skriv ogsa dine
kommentarer, hvis du har nogen.

Hvis tegneren beder dig om at gentage en
instruktion, ma du kun geore det ved at
bruge de samme ord.

Du kan forst give den nezeste instruktion,
nar tegneren har udfgrt den foregaende
Nar den sidste instruktion er udfert, skal du
skrive en beskrivelse og en definition af

figuren
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Appendiks B2: Geometriske puslespil — Instruktionsskema

Geometriske Puslespil

Par

Instruktioner

Kommentarer

Navnet pa figuren:

Beskrivelse af figuren:

Definition af figuren:

21




Geometriske Puslespil e

Appendiks C: Geometriske puslespil — Laerervejledning

Malet med denne vejledning er, at hjaelpe leererne med at tilpasse undervisningsavelsen til
klassens kompetencer. Eftersom gvelsen er rettet mod grundskoleelever, skal vi tage i betragtning,
at i denne alder (11 - 14 ar) er elevernes sind ved at abne sig for abstrakte begreber. At bevaege
sig fra konkrete til abstrakte begreber er kendetegnende for denne alder

Mal
Formalet med ovelsen er pa den ene side, at styrke elevernes evne til at bruge det geometriske

sprog, og pa den anden side, at udvikle laererens evne til at opbygge geometriske begreber i
elevernes hukommelse uden at veere for meget bundet af definitioner.

Nodvendig baggrundsviden

@velsen kraever, at eleverne kender nogle fa geometriske begreber som linie, vinkel, vinkelrette og
parallelle linier.

Supplerende undervisningsmateriale

Geo-plane er et velegnet hjeelpemiddel til gvelsen, fordi det kan repraesentere et virkeligt billede af
et rumligt emne. Endvidere begraenser det ikke elevernes frie tankegang.

Beskrivelse oq bemaerkninger

1. @velsen bliver praesenteret for eleverne som et spil, hvilket nedtoner deres aengstelse i forhold
til en mulig bedemmelse, og far dem til at indleve sig i undervisningsforsgget uden stress.
@velsen bgar introduceres som et rollespil. Der er to meget forskellige roller:

e eleven, som giver instruktioner (instruktoren)
e eleven, som modtager instruktioner (tegneren)

Instrukteren far udleveret et stykke papir med navnet pa en geometrisk figur, og det er
meningen, at han skal instruere tegneren til at tegne den.

2. Praesentationen skal passe til elevernes alder. Leereren bor derfor ikke anvende bydeform,
som er autoriteer og minder om det sprog, som hyppigt bliver anvendt i matematiklaerebager
(dvs. beregn falgende udltryk, los falgende problem), men bgr neermere anvende fgrste person
flertal. Om ngdvendigt kan bydeformen imidlertid opblgdes ved brug af en spgrgende form
sammen med verbet kan.

3. For denne type af gvelse behaver parrene ikke ngdvendigvis vaere homogene, da malet er
kommunikation mellem eleverne, bade aktiv og passiv. Laereren kan imidlertid danne mindst et
homogent par. | forste fase af gvelsen er arbejdet parvis vigtigt for at fremme socialiseringen.

4. Med hensyn til den geometriske figur, som skal tegnes, star valget mellem en figur, som
eleverne allerede har studeret, og en ny figur. P4 den ene side kan baggrundsviden til den
geometriske figur forsteerke elevernes kendskab til dens egenskaber og lette kommunikationen
indenfor parret. P4 den anden side kan det aktivere elevernes praeindstillede mentale skemaer.
For eksempel kan eleven, som modtager instruktionerne, pa et bestemt punkt fortsaette med
tegningen, bare fordi han/hun forstar hvilken figur, der skal tegnes, og ikke pa grund de
instruktioner han/hun far fra hans/hendes partner. Noget lignende kunne ske for eleven, som
giver instruktionerne, fordi han/hun naesten ikke forstar de forskellige tolkninger af hans/hendes
egne instruktioner, for eksempel instruktionen tegn to parallelle sider gor det ikke forstaeligt:

a) om siderne er kongruente eller ikke
b) hvilken afstand der er mellem siderne
c) om siderne har et endepunkt pa en feelles vinkelret linie eller ikke
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sandsynligvis vil eleven, som modtager instruktionen, tegne to parallelle sider i et kvadrat.

Hvis vi anvender en for eleverne ukendt figur i stedet for, vil de vaere meget mere omhyggelige
med den made de giver instruktioner pa, ligesom pa den made de udferer dem p4, fordi de
ikke har opbygget noget mentalt skema endnu. P4 denne made vil gvelsen maske blive
vanskeligere for eleverne.

Brugen af kvadreret papir kan lette opgaven for begge elever i parret (den, som giver, og den,
som modtager instruktionerne). Det kan imidlertid udgere en begreensning, fordi det kan foresla
elevernes preeferencerute (dvs. instruktionen tegn en linie kunne efterfglges af tegning af en
skra linie med 45° heeldning, ved hjeelp af kvadraterne pa papiret).

Hvis leereren beslutter at bruge blankt papir, vil det veere fornuftigt at tillade eleverne at
anvende bade lineal og trekant.

Eleven, som giver instruktioner, bar ogsa have et stykke papir, hvorpa han/hun kan tegne
figuren som en slags visuel understattelse. Faktisk har elever i denne alder (11 til 14 ar) darlige
abstraktionsevner, og tegning af figuren ifglge deres egne instruktioner kan lette deres eget
forlgb af proceduren.

Da gvelsen er baseret pa kommunikation mellem eleverne i hvert par, bgr leereren rette
elevernes opmaerksomhed pa det faktum, at kun enhedsinstruktioner er tilladte. Begrebet en
enkelt eller enhedsinstruktion kan veere temmelig kontroversielt. Det er op til leereren at
foretage et valg og forklare det for eleverne. For at fa tegnet diagonalerne i en rombe, kan man
for eksempel give to forskellige slags instruktioner:

a) tegn linie AB - kald midtpunktet M - tegn en linie MC vinkelret pa AB - tegn linie MD
kongruent med og hosliggende med MC (en sekvens af fire enhedsinstruktioner).

b) Tegn to vinkelrette linier, som skaerer hinanden | deres midtpunkter (kun én ikke
enhedsinstruktion).

| avelsen, som udleveres til eleverne, kan det veeret nyttigt at give et eksempel pa en
enhedsinstruktion - ikke fra en matematisk sammenhasng men fra det daglige liv - for at fa dem
til at fole sig frie til at udvikle gvelsen.

| slutningen af gvelsen bliver eleverne bedt om:
a) at skrive navnet pa den figur de har tegnet
b) at beskrive den

c) at definere den.

Denne sidste fase af ovelsen er nyttig for elevernes konstruktion af egenskaberne for den
givne geometriske figur via indledende trin til dens definition. Endvidere, afhaengig af klassens
sammensaetning, bar laereren veelge, om han vil bede om definitionen af den geometriske figur
eller ikke.

Den afsluttende debat i klassen er en vigtig fase af gvelsen, fordi det giver laereren og hele
klassen mulighed for at betragte de endelige tegninger, at sammenligne de forskellige
instruktionssaet og de skitserede tegninger for hvert par, at hagre og diskutere forskellige ideer
om den givne figur. | betragtning heraf kan falgende strategier falges:

e Fgarst kan et par praesentere og beskrive deres gvelse for klassekammeraterne, som bliver
bedt om at stille spgrgsmal og give kommentarer, sa betingelserne for en virkelig
diskussion mellem parterne opstar.

e Efter dette kan en aendring af parrenes sammensaetning foreslas, f.eks. kan instrukteren i
et par nu arbejde som tegner af en anden figur. Denne strategi skal fa eleverne til at forsta
vigtigheden af, at anvende et entydigt matematisk sprog og en entydig terminologi.
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9. /Endringer til gvelsen

At give alle eleverne i klassen samme instruktioner til tegning af en given geometrisk figur.
Nogle af disse instruktioner kunne gives pa en flertydig made, for at undersgge elevernes
reaktion pa de forskellige fortolkninger.

At bede eleverne arbejde pa en tegning af en ikke standard geometrisk figur.

At danne forskellige grupper i klassen. Hver gruppe veelger en geometrisk figur og
fastseetter en sekvens af enhedsinstruktioner til at tegne den. Leereren bliver af hver gruppe
bedt om at veere dets tegner og tegne den valgte figur.

At danne forskellige grupper i klassen. Hver gruppe laver et saet enhedsinstruktioner til
tegning af en geometrisk figur og giver dem til en anden gruppe og vice versa, som i en
konkurrence.
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Appendiks C: Geometriske puslespil

Rombe

Instruktionsliste Kommentarer fra modtageren

1 Tegn en vandret linie

2. Find midtpunktet pa linien

3. Tegn en lodret linie igennem midtpunktet

4 Punkter pa linien skal vere lige langt fra liniens endepunkter | ““Man kan ikke forsta hvilke linier der refereres til”

5. De to linier skal vare lige lange

6. Forbind de to liniers endepunkter.

Tegning af rombe
Definition af figruren (fra instruktionsmodtageren) - "Rombe: parallelogram med diagonaler, der star vinkelret pa
hinanden, men som ikke er lige lange".

Definition af figuren (fra instruktionsgiveren) - "Rombe: plan geometrisk figur, der kan betragtes som et serligt tilfeelde
af et parallelogram med de modsatliggende sider parallelle, de indvendige vinkler er parvis lige store og diagonalerne
vinkelret pa hinanden, men ikke lige lange".

Ligebenet trapez

Instruktionsliste Kommentarer fra dem, der giver instruktioners Kommentarer fra dem, der
modtager instruktioner

1. Tegn en vandret linie

2. Opdel den vandrette linie
i tre lige store dele

3. Merk de fire punkter pa “Vi blev ikke bedt om at starte fra

linien i rekkefglge A, B, C, venstre ”

D

4. Tegn en linie parallel med | “Var jeg ikke tydelig? Jeg glemte en s@tning: Find | Jeg kan tegne hvor som helst, men

BC et punkt vinkelret pa AB i forhold til punkt B og jeg valgte at tegne over BC og med
vinkelret pa CD i forhold til punkt C” samme l@ngde”

5. Mark linien EF

6 Forbind A og E

7. Forbind D og F

sl
R

t

0 B s a

Tegning af trapezet
Definition af figuren: Figuren er et ligebenet trapez, som er en firkant med to parallelle sider med forskellige l&ngder og
to lige sider. Indvendige modstéende vinkler er supplementvinkler
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